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Περιγραφή διάλεξης

Στην διάλεξη αυτή θα παρουσίασουμε δύο σημαντικές πτυχές της
ανάλυσης της επίδοσης των ψηφιακών συστημάτων επικοινωνιών:
στο πρώτο μέρος θα παρουσιάσουμε την ανάλυση σφάλματος μιας
σειράς από δέκτες δυαδικής ανίχνευσης και θα παρουσιάσουμε την
ανάλυση της επίδοσης BER.
στο δεύτερο μέρος θα παρουσιάσουμε τις διαδικασίες κατασκευής
δεκτών για βέλτιστη ανίχνευση που σχετίζονται με τα γενικά
ψηφιακά συστήματα επικοινωνιών ώστε να ελαχιστοποιηθεί η τιμή
του BER
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Βέλτιστος γραμμικός ανιχνευτής για δυαδική πολική
σηματοδοσία

Θεωρούμε το σύστημα δυαδικής πολικής σηματοδοσίας του παρακάτω
σχήματος.
τα bits της πηγής 1, 0 αναπαριστάνονται με παλμούς ±p(t)
σε περίπτωση που η διέλευση γίνεται μέσω καναλιού που δεν εισάγει
παραμόρφωση, το σήμα που λαμβάνεται είναι

y(t) = ±p(t) + n(t) 0 < t < T0

όπου n(t) είναι θόρυβος Gauss.

Σχήμα: Τυπική δυαδική πολική σηματοδοσία και γραμμικός δέκτης
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Ανίχνευση δυαδικού κατωφλίου
μετά την λήψη του σήματος y(t) ο δέκτης θα πρέπει να αποφασίσει αν έχει
σταλεί ένα 1 ή ένα 0.
Με δεδομένα τα χαρακτηριστικά H(f ) ή h(t), το σήμα που καταγράφεται
στην έξοδο είναι

y(t) = ±p(t) ∗ h(t) + n(t) ∗ h(t) = ±po(t) + no(t)

η μεταβλητή απόφασης αυτού του δέκτη είναι το δείγμα εξόδου του φίλτρου
τη χρονική στιγμή t = tm

r(tm) = ±po(tm) + no(tm)

επειδή ο θόρυβος είναι τύπου Gauss, και η συνέλιξη του με το h(t) θα είναι
τύπου Gauss.
αν ορίσουμε

Ap = po(tm) σ2
n = E{no(tm)2}

τότε το πρόβλημα της δυαδικής απόφασης είναι ακριβώς το ίδιο με το
πρόβλημα της ανίχνευσης κατωφλίου με πιθανότητα σφάλματος (bit)

Pe = Q(ρ), ρ =
Ap

σn

συνεπώς για να ελαχιστοποιήσουμε το σφάλμα, θα πρέπει να
μεγιστοποιήσουμε την παράμετρο ρ αφού η Q(ρ) αυξάνει μονοτονικά με την ρ
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Η συνάρτηση Q

για μια τυχαία μεταβλητή τύπου Gauss, η συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας είναι της μορφής

px(x) =
1

√
2π

e−x2/2

και η αθροιστική συνάρτηση κατανομής Fx(x) έχει τη μορφή

Fx(x) =
1

√
2π

∫ x

−∞
e−x2/2dx

επειδή το παραπάνω δεν μπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά, χρησιμοποιούμε
αριθμητικές μεθόδους και συγκεκριμένα την συνάρτηση Q

Q(y) =
1

2π

∫ ∞

y
e−x2/2dx

η περιοχή κάτω από την px(x) από το 0 ως το ∞ είναι η Q(y). Η τιμή της
συνάρτησης αυτής δίνεται από αριθμητικούς πίνακες (βλ. βιβλίο)
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Σχήμα: Συνάρτηση κατανομής τύπου Gauss
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Φίλτρο βέλτιστου δέκτη - προσαρμοσμένο φίλτρο

για να ελαχιστοποιήσουμε την τιμή BER του Pe θα πρέπει να προσδιορίσουμε
το βέλτιστο φίλτρο του δέκτη H(f ) και την αντίστοιχη στιγμή
δειγματοληψίας tm που θα ελαχιστοποιούν την τιμή Q(ρ).
ψάχνουμε ένα φίλτρο το οποίο θα μεγιστοποιεί το

ρ2 =
p2o (tm)
σ2
n

ο οποίος είναι και ο λόγος σήματος προς θόρυβο τη χρονική στιγμή t = tm
εφαρμόζοντας μετασχηματισμούς στην συχνότητα καθώς και την ανισότητα
Cauchy-Schwartz προκύπτει τελικά ότι ο λόγος σήματος προς θόρυβο
μεγιστοποιείται αν

H(f ) = k
P(−f )e−j2πftm

Sn(f )

όπου k είναι μια αυθαίρετη σταθερά.
το φίλτρο αυτό ονομάζεται προσαρμοσμένο φίλτρο
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το βέλτιστο φίλτρο εξαρτάται από πολλούς παράγοντες:
τη συνάρτηση PSD του θορύβου Sn(f )
τη χρονική στιγμή δειγματοληψίας tm
το σχήμα του παλμού P(f )

δεν εξαρτάται όμως από το κέρδος k καθώς αυτό εφαρμόζεται και στο σήμα
και στον θόρυβο χωρίς να επιρρεάζει τον λόγο σήματος προς θόρυβο.
αν ο θόρυβος είναι λευκός, τότε Sn(f ) = N/2 και

ρ2 < ρ2max =
2

N

∫ ∞

−∞
|P(f )|2df =

2Ep

N

όπου Ep είναι η ενέργεια του σήματος p(t)
το προσαρμοσμένο φίλτρο γίνεται

H(f ) = k′P(−f )e−j2πftm , k′ = 2k/N

με κρουστική απόκριση
h(t) = k′p(tm − t)

στην παραπάνω έκφραση το p(tm − t) είναι ο παλμός p(−t) καθυστερημένος
κατά tm
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Σχήμα: Η βέλτιστη επιλογή για την στιγμή δειγματοληψίας
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στο προηγούμενο σχήμα παρουσιάζονται τρεις διαφορετικές χρονικές στιγμές
για την λήψη απόφασης.
στην πρώτη περίπτωση tm < T0 οδηγούμαστε σε μια μή αιτιατή κρουστική
απόκριση που δεν είναι υλοποιήσιμη.
οι άλλες δύο περιπτώσεις οδηγούν σε υλοποιήσιμες λύσεις, αλλά η τελευταία
καθυστερεί ασκόπως την λήψη απόφασης tm
η περίπτωση tm = T0 δίνει την ελάχιστη υστέρηση για την λήψη απόφασης
όταν χρησιμοποιείται ένα υλοποιήσιμο φίλτρο.
επειδή και ο παλμός p(t) και η κρουστική h(t) έχουν διάρκεια T0, η συνέλιξη
τους θα έχει διάρκεια ίση με 2T0 με την κορυφή του να αντιστοιχεί στη
χρονική στιγμή T0 οπότε και λαμβάνεται απόφαση για το δείγμα.
το κέρδος k′ δεν επιρρεάζει τον λόγο SNR ρ και μπορούμε να τον θέσουμε ίσο
με k′ = 1. Έτσι το προσαρμοστικό φίλτρο γίνεται

h(t) = P(T0 − t) H(f ) = P(−f )e−j2πfT0

για το οποίο ο λόγος σήματος προς θόρυβο γίνεται μέγιστος τη στιγμή λήψης
απόφασης.
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το προηγούμενο προσαρμοστικό φίλτρο για την περίπτωση του λευκού
προσθετικού θορύβου μεγιστοποιεί στην πλευρά του δέκτη τον λόγο σήματος
προς θόρυβο ρmax και αυτό οδηγεί στην ελάχιστη τιμή BER

Pe = Q(ρmax) = Q
(√

2Ep

N

)

το παραπάνω δείχνει ότι το σχήμα του παλμού δεν παίζει ρόλο στην επίδοση
του συστήματος όταν χρησιμοποιούμε δέκτη προσαρμοσμένου φίλτρου, αρκεί
οι παλμοί να έχουν την ίδια ενέργεια Ep

Ep =

∫ +∞

−∞
|P(f )|2df =

∫ To

0
|p(t)2|dt



Βέλτιστος γραμμικός ανιχνευτής για δυαδική πολική σηματοδοσία Γενική δυαδική σηματοδοσία Σϋμφωνοι δέκτες για ψηφιακές διαμορφώσεις φερόντων σημάτων Σηματοδοσία πολλαπλών πλατών Μη σύμφωνη ανίχνευση Περαιτέρω μελέτη Επιπλέον βιβλιογραφία

Ανιχνευτής συσχέτισης
υπάρχει και διαφορετική διάταξη υλοποίησης του προσαρμοστικού φίλτρου
όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα
για αυτή τη διάταξη η μεταβλητή απόφασης είναι ίση με

r(To) =

∫ To

0
y(x)p(x)dx

το δεξί μέλος της εξίσωσης είναι ίσο με την ετροσυσχέτιση του λαμβανόμενου
παλμού με τον παλμό p(t). Συνεπώς ο δέκτης μετράει την ομοιότητα του
λαμβανόμενου σήματος με τον παλμό p(t).
ανάλογα με το πρόσημο της συσχέτισης αποφασίζει αν έχει σταλεί ο παλμός
p(t) ή ο παλμός −p(t).

Σχήμα: Ανιχνευτής συσχέτισης
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Γενική δυαδική σηματοδοσία
στην προηγούμενη περίπτωση παρουσιάσαμε την περίπτωση του πολικού
σχήματος στο οποίο μεταδίδεται μόνο ένας παλμός με διαφορετικό πρόσημο
για το ψηφίο 1 ή 0.
στην γενική περίπτωση μετάδοσης, χρησιμοποιούνται δύο διαφορετικοί
παλμοί p(t) και q(t) για την μετάδοση του 1 και του 0.
στην δομή του βέλτιστου γραμμικού δέκτη του σχήματος, το εισερχόμενο
σήμα y(t) περνάει μέσα από το φίλτρο H(f ) και η έξοδος υφίσταται
δειγματοληψία κάθε Tb δευτερόλεπτα.
η απόφαση για το σύμβολο 0 ή 1 που ανιχνεύεται εξαρτάται από το εάν η
τιμή του r(Tb) είναι μεγαλύτερη ή μικρότερη από ένα κατώφλι a0

Σχήμα: Βέλτιστη δυαδική ανίχνευση κατωφλίου
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ισχύει ότι οι αποκρίσεις του φίλτρου H(f ) στους παλμούς p0(t) και q0(t) είναι

p0(Tb) =

∫ +∞

−∞
P(f )H(f )e−j2πfTbdf

q0(Tb) =

∫ +∞

−∞
Q(f )H(f )e−j2πfTbdf

σ2
n =

∫ +∞

−∞
Sn(f )|H(f )|2df

η έξοδος του δειγματολήπτη r(t) θα είναι ίση με το σύμβολο που λαμβάνεται
συν τον θόρυβο n. Συνεπώς η μεταβλητή r θα είναι μια τυχαία μεταβλητή
τύπου Gauss με διακύμανση σ2 και μέση τιμή q0(Tb) ή p0(Tb) ανάλογα με το
σύμβολο που έχει σταλεί.
έτσι οι συναρτήσεις PDF υπό συνθήκη της δειγματοληπτημένης εξόδου θα
είναι:

pr|m(r|0) =
1

σn
√
2π

exp
(
−
[r − q0(Tb)]

2

2σ2
n

)

pr|m(r|1) =
1

σn
√
2π

exp
(
−
[r − p0(Tb)]

2

2σ2
n

)
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Το βέλτιστο κατώφλι

αν θεωρήσουμε το a0 ως το βέλτιστο κατώφλι ανίχνευσης, ο κανόνας
απόφασης θα οδηγεί σε ανίχνευση του 0 αν r < a0 και του 1 αν r > a0
η πιθανότητα σφάλματος υπό συνθήκη P(ε|m = 0) είναι η πιθανότητα να
πάρουμε λάθος απόφαση όταν το m = 0. Αυτή είναι ίση με το εμβαδό της
περιοχής A0 του σχήματος (από το a0 μέχρι το +∞)
με όμοια συλλογιστική, η πιθανότητα σφάλματος υπό συνθήκη P(ε|m = 1)
είναι η πιθανότητα να πάρουμε λάθος απόφαση όταν το m = 1. Αυτή είναι
ίση με το εμβαδό της περιοχής A1 του σχήματος (από το −∞ μέχρι το a0)

Σχήμα: Βέλτιστη δυαδική ανίχνευση κατωφλίου
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συνεπώς αν θεωρήσουμε ισοπίθανη την εμφάνιση οποιουδήποτε από τα δύο
σύμβολα 0 ή 1

Pe =
∑
i

P(ε|mi)P(mi) =
1

2
(A0+A1) =

1

2

[
Q
(
a0 − q0(T0)

σn

)
+ Q

(
p0(T0)− a0

σn

)]

το παραπάνω σφάλμα ελαχιστοποιείται αν διαλέξουμε a0 στην τομή των δύο
PDF και είναι ίσο με

a0 =
p0(Tb) + q0(Tb)

2

για το οποίο προκύπτει Pe = Q
(
β

2

)

β =
p0(Tb)− q0(Tb)

σn
β2
max =

∫ +∞

−∞

|P(f )− Q(f )|2

Sn(f )
df

το βέλτιστο φίλτρο H(f ) δίνεται από την σχέση

H(f ) = k
[P(−f )− Q(−f )]e−j2πfTb

Sn(f )
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η περίπτωση του λευκού θορύβου τύπου Gauss
γνωρίζουμε ότι για τον λευκό θόρυβο Sn(f ) = N/2 και το βέλτιστο φίλτρο
δίνεται από τη σχέση

H(f ) = [P(−f )− Q(−f )]e−j2πfTb

h(t) = p(Tb − t)− q(Tb − t)
το παραπάνω είναι ένα φίλτρο το οποίο είναι προσαρμοσμένο στην διαφορά
των δύο παλμών p(t)− q(t).
η αντίστοιχη τιμή του β είναι

β2
max =

Ep + Eq − 2Epq

N/2

ο ρυθμός σφαλματων bit (bit error rate) Pb (αντί για Pe που
χρησιμοποιούσαμε μέχρι τώρα) είναι ίσος με

Pb = Q
(
βmax

2

)
= Q

(√
Ep + Eq − 2Epq

2N

)
το βέλτιστο κατώφλι για την λήψη απόφασης

a0 =
1

2
(Ep − Eq)
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Ισοδύναμοι βέλτιστοι δυαδικοί δέκτες

για τον βέλτιστο δέκτη που δείξαμε πριν, το φίλτρο με την απόκριση
συχνότητας

H(f ) = [P(−f )− Q(−f )]e−j2πfTb = P(−f )e−j2πfTb − Q(−f )e−j2πfTb

μπορεί να υλοποιηθεί ως παράλληλος συνδυασμός δύο φίλτρων
προσαρμοσμένων στους παλμούς p(t) και q(t) (βλ. επόμενο σχήμα (α)).
μια διαφορετική υλοποίηση μπορεί να προκύψει αν αφαιρέσουμε αντίστοιχα
τα Ep/2 και Eq/2 από τις εξόδους των δύο προσαρμοσμένων φίλτρων. Αυτό
θα έχει ως αποτέλεσμα την μετατόπιση του κατωφλίου από το a0 στο 0 (βλ.
επόμενο σχήμα (β))
αυτό δεν είναι απαραίτητο να γίνει αν Ep = Eq και ο δέκτης απλοποιείται
όπως φαίνεται στο επόμενο σχήμα (βλ. επόμενο σχήμα (γ))
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Σχήμα: Υλοποίηση βέλτιστου δυαδικού ανιχνευτή κατωφλίου
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Ανάλυση επίδοσης γενικών δυαδικών συστημάτων -
Πολική Σηματοδοσία

στην περίπτωση αυτή δεν έχουμε 2 διαφορετικούς παλμούς, αλλά μόνο έναν
p(t) και τον αντίθετο του q(t) = −p(t)
με αντικαταστάσεις στις πρηγούμενες σχέσεις και λαμβάνοντας υπόψιν ότι
Ep = Eq,Epq = −Ep προκύπτουν:

Pb = Q
(√

2Ep

N

)

h(t) = 2p(Tb − t) = p(Tb − t)

τιμή κατωφλίου: a0 = 0

η πιθανότητα σφάλματος εκφράζεται συναρτήσει της βασικής παραμέτρου Eb
που είναι η ενέργεια ανά bit. Στην πολική περίπτωση Eb = Ep και έτσι

Pb = Q
(√

2Eb
N

)

η τιμή
2Eb
N

είναι η κανονικοποιημένη ενέργεια ανά bit

η ισχύς του σήματος είναι Si = EbRb
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Σχήμα: Βέλτιστος ανιχνευτής κατωφλίου και (β) η πιθανότητα σφάλματος του ανιχνευτή για την περίπτωση της
πολικής σηματοδοσίας
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Σηματοδοσία on-off

στην περίπτωση του on-off q(t) = 0, συνεπώς το κατώφλι a0 = Ep/2

επιπλέον ισχύει ότι

Pd = Q
(√

Ep

2N

)
και επειδή τα σύμβολα 0 και 1 έχουν ίση πιθανότητα με τιμή 0.5, η μέση

ενέργεια ανά bit είναι Eb =
Ep + Eq

2
=

Ep

2
και

Pd = Q
(√

Eb
N

)

παρατηρούμε ότι η on-off απαιτεί διπλάσια ενέργεια ανά bit ή 3dB
περισσότερη ισχύ για επίτευξη της ίδιας επίδοσης (ίδια Pb) με αυτή της
πολικής.
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Ορθογώνια σηματοδοσία

στην σηματοδοσία αυτή οι παλμοί επιλέγονται ώστε να είναι ορθογώνιοι στο
διάστημα (0, 2π) και για τον λόγο αυτό Epq = 0

στην σηματοδοσία αυτή ισχύει ότι

Pb = Q
(√

Ep + Eq

2N

)

και επειδή τα σύμβολα 0 και 1 έχουν ίση πιθανότητα με τιμή 0.5, η μέση

ενέργεια ανά bit είναι Eb =
Ep + Eq

2
και

Pb = Q
(√

Eb
N

)

παρατηρούμε ότι οποιαδήποτε ορθογώνια δυαδική σηματοδοσία είναι
υποδεέστρη αυτής της πολικής κατά 3dB (όπως και η on-off).
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Σύμφωνοι δέκτες για ψηφιακές διαμορφώσεις
φερόντων σημάτων - BPSK

στην περίπτωση της BPSK, τα δυαδικά σύμβολα μεταδίδονται ως

1: +
√
2p′(t)cosωct

0: −
√
2p′(t)cosωct

με τη συνάρτηση p′(t) να συμβολίζει το σχήμα του παλμού βασικής ζώνης.
έχει την ίδια μορφή σηματοδοσίας με την πολική σηματοδοσία βασικής ζώνης.
τιμή κατωφλίου: a0 = 0 και

Pb = Q
(√

2Eb
N

)
= Q

(√
2Ep

N

)

η ενέργεια του παλμού είναι

Ep =

∫ Tb

0
p(t)2dt = 2

∫ Tb

0
[p′(t)]2cosωctdt =

∫ tb

0
[p′(t)]2dt = E′

p

το αποτέλεσμα αυτό απαιτεί μια συχνότητα φέροντος με ικανοποιητικά
μεγάλη τιμή ώστε να είναι fcTb >> 1
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Σύμφωνοι δέκτες για ψηφιακές διαμορφώσεις
φερόντων σημάτων - ASK

στην περίπτωση της ASK, τα δυαδικά σύμβολα μεταδίδονται ως

1: +
√
2p′(t)cosωct

0: 0

με τη συνάρτηση p′(t) να συμβολίζει το σχήμα του παλμού βασικής ζώνης.
έχει την ίδια μορφή σηματοδοσίας με την on-off σηματοδοσία βασικής ζώνης.
τιμή κατωφλίου: a0 = Ep/2 και

Pb = Q
(√

Eb
N

)

όπου

Eb =
Ep

2
=

E′
p

2
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για την ίδια επίδοση, η ενέργεια παλμού στην ASK θα πρέπει να είναι
διπλάσια σε σχέση με την PSK.
η ASK απαιτεί 3dB περισσότερη ισχύ σε σχέση με την PSK.
η ASK στην σύγχρονη ανίχνευση δεν είναι πρακτική. Είναι χρήσιμη όμως στα
μη σύμφωνα συστήματα (οπτικές επικοινωνίες).
οι παλμοί βασικής ζώνης που χρησιμοποιούνται στα σήματα φέροντος θα
πρέπει να μορφοποιηθούν ώστε να ελαχιστοποιήσουν την ISI
το εύρος των σημάτων PSK, ASK είναι το διπλάσιο σε σχέση με αυτό του
σήματος βασικής ζώνης εξαιτίας της διαμόρφωσης
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Ζωνοπερατό προσαρμοσμένο φίλτρο ως σύμφωνος
δέκτης

και για τις δύο μεθόδους ASK, PSK μπορεί να υλοποιηθεί ο βέλτιστος δέκτης
προσαρμοσμένου φίλτρου (περίπτωση (α)).
στο παρακάτω σχήμα ο παλμός στον δέκτη ανιχνεύεται από φίλτρο
προσαρμοσμένο σε έναν παλμό p(t) που ακολουθείται από έναν
δειγματολήπτη πριν τον ανιχνευτή κατωφλίου.
ο δέκτης αυτός μπορεί να τροποποιηθεί σε αυτόν του (β) σχήματος: πρώτα
γίνεται αποδιαμόρφωση με σύμφωνο τρόπο (πολ/σμός με το

√
2cosωct)

αυτό που προκύπτει είναι παλμός βασικής ζώνης και θόρυβος βασικής ζώνης
το οποίο εφαρμόζεται σε φίλτρο που είναι προσαρμοσμένο στον παλμό
βασικής ζώνης p′(t)

Σχήμα: Σύμφωνη ανίχνευση ψηφιακά διαμορφωμένων σημάτων
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Μεταλλαγή μετατόπισης συχνότητας FSK

στην FSK τα δυαδικά σήματα μεταδίδονται ως:

1:
√
2p′(t)cos[ωc − (∆ω/2)]t

0:
√
2p′(t)cos[ωc + (∆ω/2)]t

μπορεί να θωρηθεί ως δύο κύματα ASK τα οποία σχετίζονται μέσω
διεμπλοκής.
η PSD της θα αποτελείται από δύο PSD κεντραρισμένες στις συχνότητες
[fc − (∆f/2)] και [fc + (∆f/2)]
αν ο λόγος ∆f/fc είναι μεγάλος, τότε οι δύο PSD δεν επικαλύπτονται
αν ο λόγος είναι μικρός, τα δύο φάσματα συγχωνεύονται και το εύρος ζώνης
ελαττώνεται. Σε καμία περίπτωση όμως δεν μπορεί να γίνει μικρότερο από
αυτό της ASK ή της PSK.
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τιμή κατωφλίου: a0 = 0 καθώς οι παλμοί έχουν ίση ενέργεια όταν τα σύμβολα
είναι εξίσου πιθανά.
για ορθογώνιο παλμό (που είναι συνηθισμένη περίπτωση) έχουμε ότι
p′(t) = A και οι ενέργειες των παλμών p(t) και q(t) υπολογίζονται ως

Ep = Eq = Eb =

∫ Tb

0
[p(t)]2dt = A2Tb

Epq = A2Tbsinc(∆ωTb) = Ebsinc(∆ωTb)

συνεπώς με αντικατάσταση υπολογίζεται η πιθανότητα σφάλματος ως

Pb = Q

√Eb − Ebsinc(∆ωTb)

N


για να ελαχιστοποιηθεί, θα πρέπει να βρούμε την ∆ω για την οποία η
sinc(∆ωTb) ελαχιστοποιείται. Το ελάχιστο υπάρχει στη θέση ∆ωTb = 1.43π ή
όταν

∆f =
∆ω

2π
=

0.715

Tb
= 0.715Rb

το παραπάνω οδηγεί στην ελάχιστη BER για την δυαδική FSK

Pb = Q
(√

1.217Eb
N

)
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Σχήμα: Βέλτιστη σύμφωνη φώραση δυαδικών σημάτων FSK
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επιλογή μεγάλων τιμών ∆f σημαίνουν μεγαλύτερο διαχωρισμό ανάμεσα στις
συχνότητες σηματοδοσίας και κατά συνέπεια μεγαλύτερο εύρος ζώνης
μετάδοσης
για να ελαχιστοποιηθεί το εύρος, επιλέγουμε όσο γίνεται πιο μικρή τιμή του
∆f
η ελάχιστη τιμή ∆f που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για ορθογώνια
σηματοδοσία είναι ίση με 1/2Tb
η FSK που χρησιμοποιεί αυτή την τιμή για ∆f ονομάζεται MSK (Minimum
Shift Keying)

Σχήμα: (α) το ελάχιστο της συνάρτησης sinc και (β) το φάσμα MSK
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Ελάχιστη μεταλλαγή μετατόπισης

στην MSK θα πρέπει όχι μόνο να μεριμνήσουμε για την επιλογή των
συχνοτήτων ώστε να απέχουν 1/2Tb αλλά θα πρέπει να διατηρείται και η
συνέχεια της φάσης καθώς μεταβαίνουμε ανάμεσα στις f ±∆f στην θέση του
πομπού.
γιατί; επειδή απότομες αλλαγές στη φάση μπορεί να οδηγήσουν σε αύξηση
του εύρους ζώνης.
τα σήματα που διατηρούν σταθερή τη φάση είναι γνωστά ως CPFSK και η
MSK είναι μια υπο-περίπτωση αυτών.
για να διατηρήσουμε την φάση σταθερή σε κάθε μετάπτωση bit, η φάση
καθίσταται εξαρτώμενη από την ακολουθία των προηγούμενων δεδομένων.
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η MSK είναι μια ορθογώνια μέθοδος με πιθανότητα σφάλματος

Pb = Q
(√

Eb
N

)

αν και αυτό φαίνεται υποδεέστερο από το αντίστοιχο της FSK, ισχύει μόνο
στην περίπτωση της σύμφωνης ανίχνευσης σε διάστημα παρατήρησης ίσο με
Tb

επειδή όμως το MSK σήμα έχει πληροφορία των προηγούμενων τιμών του
στην φάση του, ανιχνεύοντας το σε μεγαλύτερο διάστημα όπως 2Tb, έχει ως
αποτέλεσμα η επίδοση του να είναι ίδια με αυτή της βέλτιστης PSK

Pb = Q
(√

2Eb
N

)

η MSK έχει εύρος ζώνης ίσο με 1.5Rb, ενώ διαθέτει δυνατότητες
αυτο-συγχρονισμού.
το φάσμα της εξασθενεί γρήγορα ως 1/f 4 σε αντίθεση με το PSK που
εξασθενεί μόνο ως 1/f 2
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Σηματοδοσία πολλαπλών πλατών
στην περίπτωση των πολλαπλών πλατών, τα M σύμβολα μεταδίδονται
χρησιμοποιώντας M παλμούς και συγκεκριμένα

±p(t),±3p(t),±5p(t), . . . ,±(M − 1)p(t)

έτσι για να μπορέσουμε να μεταδώσουμε RM M-αδικά ψηφία ανά
δευτερόλεπτο θα πρέπει να μεταδώσουμε RM παλμούς ανά δευτερόλεπτο της
πιο πάνω μορφής (kp(t)).
οι παλμοί αυτοί μεταδίδονται κάθε TM δευτερόλεπτα, συνεπώς ισχύει ότι
TM = 1/RM
θεωρούμε ότι οι παλμοί είναι το ίδιο πιθανοί με μέση ενέργεια του παλμού
EpM να υπολογίζεται από

EpM =
2

M
[Ep + 9Ep + 25Ep + · · ·+ (M − 1)2Ep] =

M2 − 1

3
Ep ≈

M2

3
Ep M >> 1

ένα M-αδικό σύμβολο μεταφέρει πληροφορία με μέγεθος log2M, συνεπώς η
ενέργεια Eb ανά bit θα είναι

Eb =
EpM

log2M
=

M2 − 1

3log2M
Ep
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στην περίπτωση που εξετάζουμε, το εύρος ζώνης μετάδοσης είναι ανεξάρτητο
από το πλάτος του παλμού, συνεπώς το M-αδικό εύρος ζώνης είναι το ίδιο με
αυτό της δυαδικής περίπτωσης για δεδομένο αριθμό παλμών, αν και
μεταφέρει περισσότερη πληροφορία.
για ένα συγκεκριμένο ρυθμό πληροφορίας, το εύρος ζώνης PAM είναι
μικρότερο από αυτό της δυαδικής κατά παράγοντα log2M
ο βέλτιστος δέκτης για την περίπτωση της M-αδικής σηματοδοσίας
πολλαπλών πλατών είναι ο ίδιος με αυτόν για την πολική δυαδική περίπτωση.
όταν ο παλμός εισόδου είναι kp(t), η έξοδος την στιγμή της δειγματοληψίας
θα είναι

r(TM) = kAp + n0(TM)

η συσκευή δειγματοληψίας διαθέτει M δυνατές εξόδους που θέλουμε να
ανιχνεύσουμε της μορφής

±kAp + no(TM) k = 1, 3, 5, . . . ,M − 1

οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας υπό συνθήκη p(r|mi) είναι τύπου
Gauss με μέση τιμή ±kAp και διακύμανση σ2.
η πιθανότητα σφάλματος κατά την ανίχνευση ενός συμβόλου PeM δίνεται από
την

PeM =
2(M − 1)

M
Q
(Ap

σn

)
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Σχήμα: οι συναρτήσεις pdf υπό συνθήκη στην μέθοδο PAM (β) πιθανότητα σφάλματος στην μέθοδο PAM



Βέλτιστος γραμμικός ανιχνευτής για δυαδική πολική σηματοδοσία Γενική δυαδική σηματοδοσία Σϋμφωνοι δέκτες για ψηφιακές διαμορφώσεις φερόντων σημάτων Σηματοδοσία πολλαπλών πλατών Μη σύμφωνη ανίχνευση Περαιτέρω μελέτη Επιπλέον βιβλιογραφία

στην περίπτωση ενός προσαρμοσμένου φίλτρου στον δέκτη, έχουμε
(Ap/σn)2 = 2Ep/N και

PeM = 2

(
M − 1

M

)
Q
(√

2Ep

N

)
=

2

(
M − 1

M

)
Q
[√

6log2M
M2 − 1

(
Eb
N

)]
για να μπορέσουμε να μετρήσουμε με τίμιο τρόπο τα λάθη στην ανίχνευση,
δεν θα πρέπει να μετράμε την PeM δηλαδή την πιθανότητα σφάλματος ενός
M-αδικού συμβόλου καθώς για να συμβεί αυτό, δεν είναι απαραίτητο να
είναι όλα τα bits του συμβόλου λάθος ανιχνευμένα.
η δίκαιη σύγκριση θα ήταν να συγκρίνουμε τις πιθανότητες ως προς τα
σφάλματα που πραγματοποιούνται σε επιμέρους bits Pb

η πιθανότητα αυτή είναι ίση με

Pb ≈ PeM/log2M
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M-αδική ανάλυση QAM

στην περίπτωση της M-αδικής QAM, το μεταδιδόμενο σήμα αναπαρίσταται
από την εξίσωση:

si(t) = ai

√
2

Ts
cosωct+ bi

√
2

Ts
sinωct

ai = ±
d
2
,±

3d
2
, . . . ,±

(
√
M − 1)d
2

bi = ±
d
2
,±

3d
2
, . . . ,±

(
√
M − 1)d
2

ο χώρος σήματος QAM είναι διδιάστατος με συναρτήσεις βάσης τις

φ1(t) =
√

2

Ts
cosωct και φ2(t) =

√
2

Ts
sinωct

εδώ θα παρουσιάσουμε την ανάλυση της 16-αδικής QAM με όλα τα σήματα
να έχουν την ίδια πιθανότητα σε ένα κανάλι AWGN.
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η πιθανότητα σφάλματος κατά την ανίχνευση ενός συμβόλου για την
περίπτωση της 16 QAM είναι ίση με

PeM ≈ 3(1− p) = 3Q

 d√
d/

√
2N


όπου d είναι η απόσταση των συμβόλων

η μέση ενέργεια του συνόλου των σημάτων ισούται με Ē =
5

2
d2 και η

ενέργεια ανά bit Eb =
Ē
4

η κανονικοποιημένη ενέργεια ανά bit
Eb
N

=
Ē
4N

=
5d2

8N
και κατά συνέπεια για

μεγάλες τιμές του λόγου Eb/N θα έχουμε

PeM = 3Q
(

d
√
2N

)
= 3Q

(√
4

5

Eb
N

)

συγκρίνοντας το αποτέλεσμα με αυτό της δυαδικής PSK, παρατηρούμε ότι η
QAM 16 σημείων απαιτεί σχεδόν 2.5 φορές περισσότερη ισχύ σε σχέση με την
δυαδική PSK.
ο ρυθμός μετάδοσης όμως αυξάνεται κατά έναν παράγοντα με τιμή ίση με
log2M = 4
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Σχήμα: 16-QAM - Δέκτης
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Μη σύμφωνη ανίχνευση

όταν η φάση θ στον λαμβανόμενο παλμό είναι άγνωστη, τότε δεν μπορεί να
χρησιμοποιηθεί κάποια από τις τεχνικές σύμφωνης ανίχνευσης που είδαμε
νωρίτερα.
για τον λόγο αυτό θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τεχνικές μη σύμφωνης
ανίχνευσης όπως είναι η φώραση της περιβάλλουσας.
για φάση η οποία παίρνει τυχαίες τιμές στο διάστημα [0− 2π] ο καλύτερος
ανιχνευτής είναι ένα φίλτρο προσαρμοσμένο στον παλμό, το οποίο
ακολουθείται από φωρατή περιβάλλουσας, δειγματολήπτη (για την
δειγματοληψία την στιγμή t = Tb) και έναν συγκριτή για την λήψη της
απόφασης.

Σχήμα: Μή σύμφωνη ανίχνευση ψηφιακών διαμορφωμένων σημάτων στην ASK
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Διαμόρφωση μεταλλαγής μετατόπισης πλάτους
το προηγούμενο σχήμα δείχνει έναν μη σύμφωνο ανιχνευτή για τη μέθοδο
ASK. Το φίλτρο H(f ) είναι το φίλτρο που έχει προσαρμοστεί στον παλμό
χωρίς να λαμβάνει υπ'οψιν του την φάση
επειδή το πλάτος δεν είναι απαραίτητο να είναι μέγιστο την στιγμή της
δειγματοληψίας, χρησιμοποιούμε την περιβάλλουσα η οποία θα βρίσκεται
κοντά στο μέγιστο την στιγμή αυτή.
η περιβάλλουσα υφίσταται δειγματοληψία την στιγμή Tb για την λήψη
απόφασης.
όταν μεταδίδεται το σύμβολο 1, η έξοδος του φωρατή περιβάλλουσας τη
στιγμή t = Tb είναι μια περιβάλλουσα ενός ημιτονοειδούς σήματος πλάτους
Ap σε θόρυβο τύπου Gauss με διακύμανση σ2. Η περιβάλλουσα ακολουθεί την
κατανομή Rice.
για μικρό θόρυβο η περιβάλλουσα ακολουθεί την κατανομή Gauss (Ap, σ2

n )

pr(r|m = 1) ≈
1

σn
√
2π

e−(r−Ap)
2/2σ2

n

όταν μεταδίδεται το σύμβολο 0, η έξοδος του φωρατή περιβάλλουσας τη
στιγμή t = Tb είναι μια περιβάλλουσα ενός θορύβου Gauss με σ2

n . Η
περιβάλλουσα ακολουθεί την κατανομή Rayleigh.

pr(r|m = 0) =
r
σ2
n
e−r2/2σ2

n
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το βέλτιστο κατώφλι είναι το σημείο εκείνο στο οποίο οι δύο πυκνότητες
τέμνονται μεταξύ τους το οποίο προκύπτει μετά από υπολογισμούς

a0 =
Ap

2

√
1 +

8σ2
n

A2
p

= Eb

√
1 +

2

Eb/N

το βέλτιστο κατώφλι δεν είναι σταθερό αλλά εξαρτάται από την τιμή του
λόγου Eb/N (κάτι το οποίο αποτελεί μειονέκτημα για κανάλι διαλείψεων).
για την περίπτωση του ισχυρού σήματος (Eb/N >> 1) η πιθανότητα
λανθασμένης ανίχνευσης είναι

Pb =
1

2

e−1

2
Eb/N

+ Q
(√

Eb
N

) ≈
1

2
e
−
1

2
Eb/N

Σχήμα: συναρτήσεις pdf υπό συνθήκη για τη μη σύμφωνη ανίχνευση σημάτων ASK
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αν ο δέκτης είναι βέλτιστος, τότε για λόγους Eb/N >> 1, η τιμή της
πιθανότητας P(ε|m = 1) είναι πολύ μικρότερη από την P(ε|m = 0)
για παράδειγμα για τιμή Eb/N = 10, η πιθανότητα ανίχνεσης

P(ε|m = 0) ≈ 8.7P(ε|m = 1)

ο τύπος του σφάλματος που κυριαρχεί είναι να θεωρήσουμε εσφαλμένα το
σύμβολο 0 ως το 1
για λόγους σύγκρισης, θυμίζουμε ότι για την περίπτωση ενός σύμφωνου
ανιχνευτή, η πιθανότητα εσφαλμένης ανίχνευσης είναι

Pb = Q
(√

Eb
N

)
≈

1
√
2πEbN

e
−
1

2
Eb/N
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για μεγάλη τιμή του λόγου Eb/N, οι αποδόσεις του σύμφωνου ανιχνευτή και
του φωρατή περιβάλλουσας είναι παρόμοιες.

Σχήμα: Πιθανότητα σφάλματος για τη μη σύμφωνη ανίχνευση ASK
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Διαμόρφωση μεταλλαγής μετατόπισης συχνότητας

στο παρακάτω σχήμα παρουσιάζεται ένας μη σύμφωνος δέκτης για την FSK.
τα δύο φίλτρα H0(f ) και H1(f ) είναι προσαρμοσμένα στους παλμούς που
αντιστοιχούν στο 0 και το 1.
οι έξοδοι των φωρατών περιβάλλουσας τη στιγμή t = Tb είναι ro και r1
αντίστοιχα.
οι συνιστώσες θορύβου των εξόδων των φίλτρων είναι τυχαίες μεταβλητές
τύπου Gauss με σn0 = σn1 = σn

Σχήμα: μη σύμφωνη ανίχνευση δυαδικής FSK
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το σφάλμα ανίχνευσης ενός μεταδιδόμενου συμβόλου 1 είναι ίσο με

P(ε|m = 1) =
1

2
e−A2

p /4σ
2
n

επειδή για το προσαρμοσμένο φίλτρο ισχύει ότι

ρ2max =
A2
p

σ2
n

=
2Ep

N

και για την FSK ότι Ep = Eb η παραπάνω σχέση μπορεί να γραφτεί ως

P(ε|m = 1) =
1

2
e
−
1

2
Eb/N

ομοίως ισχύει και για την λανθασμένη ανίχνευση του συμβόλου 0

P(ε|m = 1) =
1

2
e
−
1

2
Eb/N

συνεπώς

Pb =
1

2
e
−
1

2
Eb/N
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η συμπεριφορά του FSK είναι παρόμοια με την προηγούμενη του ASK.
στις περιπτώσεις Eb/N >> 1 οι αποδόσεις της σύμφωνης και μη σύμφωνης
FSK είναι ίδιες.
πρακτικά η FSK προτιμάται έναντι της ASK επειδή έχει σταθερό βέλτιστο
κατώφλι σε αντίθεση με την ASK που το κατώφλι της εξαρτάται από τον
λόγο Eb/N
η FSK δεν επιρρεάζεται από διαλείψεις καναλιού και αυτό αποτελεί και το
κύριο πλεονέκτημα χρήσης της έναντι της μη σύμφωνης ASK.
επιπλέον οι πιθανότητες λανθασμένης ανίχνευσης συμβόλου είναι ίσες.
το τίμημα που πληρώνουμε για αυτό το πλεονέκτημα είναι μεγαλύτερες
απαιτήσεις σε εύρος ζώνης.
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Η μη σύμφωνη MFSK
στην περίπτωση της MFSK, η συμφωνία φάσης των M συχνοτήτων είναι
δύσκολο να διατηρηθεί και σπάνια χρησιμοποιείται η σύμφωνη MFSK.
η πιο συνηθισμένη είναι η μη σύμφωνη αποδιαμόρφωση. Το σχήμα είναι
παρόμοιο (επέκταση) της περίπτωσης της ανίχνευσης δύο συμβόλων, αλλά με
M συστοιχίες που αντιστοιχούν στις M συχνότητες.

Σχήμα
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Η διαφορική σύμφωνη PSK

ένα σήμα PSK είναι αδύνατο να το αποδιαμορφώσουμε χρησιμοποιώντας
φωρατή περιβάλλουσας και μη σύμφωνο τρόπο. Μπορούμε όμως να το
αποδιαμορφώσουμε χωρίς σύμφωνο φέρον σήμα, χρησιμοποιώντας την
διαφορική PSK.
ο δέκτης του σχήματος μοιάζει με δέκτη συσχέτισης ο οποίος είναι
ισοδύναμος με ανιχνευτή προσαρμοσμένου φίλτρου.
στον δέκτη πολλαπλασιάζουμε τον παλμό p(t) με έναν άλλο που δημιουργίται
τοπικά και είναι ο προηγούμενος.
επειδή υπάρχει θόρυβος, μειώνεται η επίδοση του ανιχνευτή αυτού σε σχέση
με την σύμφωνη μέθοδο PSK.

Σχήμα: Ανίχνευση διαφορικής PSK
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όταν η έξοδος r είναι θετική ο παλμός είναι ταυτόσημος με τον προηγούμενο,
όταν είναι αρνητική, τότε ο τρέχων παλμός είναι ο αρνητικός του
προηγούμενου. Συνεπώς αν γνωρίζουμε το πρώτο ψηφίο αναφοράς,
μπορούμε να ανιχνεύσουμε τα επόμενα.
η μέθοδος αυτή αποτελεί ένα ορθογώνιο σχήμα σηματοδοσίας
ένα δυαδικό 1 μεταδίδεται από μια ακολουθία δύο παλμών (p, p) ή (−p,−p)
μέσα σε χρονικό διάστημα 2Tb (δεν παρατηρείται μετάπτωση).
ένα δυαδικό 0 μεταδίδεται από μια ακολουθία δύο παλμών (p,−p) ή (−p, p)
μέσα σε χρονικό διάστημα 2Tb (παρατηρείται μετάπτωση).
η κάθε μια από τις ακολουθίες που χρησιμοποιούνται για την μετάδοση ενός
0 είναι ορθογώνια με αυτές που χρησιμοποιούνται για την μετάδοση του 1.
παρατηρείστε ότι δεν δημιουργείται τοπικό φέρον σήμα, συνεπώς πρόκειται
για μη σύμφωνη ανίχνευση με ενέργεια παλμού ίση με 2Ep.
η πραγματική ενέργεια ανά ψηφίο όμως είναι Ep και είναι ίδια με αυτή της
FSK.
συνεπώς η επίδοση της DPSK υπερτερεί κατά 3dB της μη σύμφωνης FSK και
έχει

Pb =
1

2
e−Eb/N

αυτή η πιθανότητα σφάλματος υπερτερεί της πιθανότητας της μη-σύμφωνης
FSK κατά 3dB και είναι περίπου παρόμοια με την σύμφωνη PSK για
Eb/N >> 1
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Σχήμα: Πιθανότητα σφάλματος στην PSK, DPSK, και τη σύμφωνη και μη σύμφωνη FSK
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Περαιτέρω μελέτη

Μπορείτε να πειραματιστείτε με τις διαφορετικές τεχνικές που
παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο αυτό, δοκιμάζοντας τα προγράμματα σε
MATLAB που βρίσκονται στην ενότητα 10.12



Βέλτιστος γραμμικός ανιχνευτής για δυαδική πολική σηματοδοσία Γενική δυαδική σηματοδοσία Σϋμφωνοι δέκτες για ψηφιακές διαμορφώσεις φερόντων σημάτων Σηματοδοσία πολλαπλών πλατών Μη σύμφωνη ανίχνευση Περαιτέρω μελέτη Επιπλέον βιβλιογραφία

Επιπλέον Βιβλιογραφία

Εκτός από το σύγγραμμα των Lathi και Ding "Σύγχρονες Αναλογικές και
Ψηφιακές Επικοινωνίες", οι φοιτητές μπορούν να ανατρέξουν και στα παρακάτω
βιβλία για πρόσθετο υλικό μελέτης:

Proakis, Salehi, "Συστήματα Τηλεπικοινωνιών", Δεύτερη Έκδοση, Εκδόσεις
Fountas (Κεφάλαιο 8)
S. Haykin, M. Moher, "Συστήματα Επικοινωνίας", 5η έκδοση, Εκδόσεις
Παπασωτηρίου (Κεφάλαιο 9)



Βέλτιστος γραμμικός ανιχνευτής για δυαδική πολική σηματοδοσία Γενική δυαδική σηματοδοσία Σϋμφωνοι δέκτες για ψηφιακές διαμορφώσεις φερόντων σημάτων Σηματοδοσία πολλαπλών πλατών Μη σύμφωνη ανίχνευση Περαιτέρω μελέτη Επιπλέον βιβλιογραφία

Signal & Image Processing, Pattern Recognition Group (SIPPRE)
www.sippre-group.com

http://www.sippre-group.com
http://www.sippre-group.com

	Βέλτιστος γραμμικός ανιχνευτής για δυαδική πολική σηματοδοσία
	Γενική δυαδική σηματοδοσία
	Σϋμφωνοι δέκτες για ψηφιακές διαμορφώσεις φερόντων σημάτων
	Σηματοδοσία πολλαπλών πλατών
	Μη σύμφωνη ανίχνευση
	Περαιτέρω μελέτη
	Επιπλέον βιβλιογραφία

